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ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ, ПЕРВЫЕ ИНТЕГРАЛЫ И ТОЧНЫЕ РЕШЕНИЯ ДЛЯ 

ОБОБЩЁННОГО УРАВНЕНИЯ САСА-САТСУМЫ 
 

Рассмотрено обобщённое уравнение Саса-Сатсумы. Исследуемое уравнение является обобщением нелинейного уравнения 
Шрёдингера. Обобщённое уравнение Саса-Сатсумы учитывает сложные нелинейные эффекты при описании процесса 
распространения импульса в нелинейно-оптических средах. Построены законы сохранения и получены соответствующие первые 
интегралы для изучаемого уравнения. Найдены некоторые точные решения обобщённого уравнения Саса-Сатсумы. 
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CONSERVATION LAWS, FIRST INTEGRALS AND EXACT SOLUTIONS FOR THE GENERALIZED 
SASA-SATSUMA EQUATION 

 
The generalized Sasa-Satsuma equation is considered. The studied equation is a generalization of the nonlinear Schrödinger equation. The 

generalized Sasa-Satsuma equation takes into account complex nonlinear effects when describing the process of pulse propagation in nonlinear 
optical media. Conservation laws are constructed and the corresponding first integrals are obtained for the studied equation. Some exact 
solutions of the generalized Sasa-Satsuma equation are found. 

  
Рассматривается обобщённое уравнение Саса-Сатсумы[1,2] с произвольным значением коэффициента отражения 

𝑖𝑖𝑞𝑞𝑡𝑡 + 𝑎𝑎𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑏𝑏𝑏𝑏|𝑞𝑞|2𝑛𝑛 + 𝑖𝑖(𝛼𝛼𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥𝑥 +  𝛽𝛽𝑞𝑞𝑥𝑥|𝑞𝑞|2𝑛𝑛 +  𝛿𝛿𝛿𝛿(|𝑞𝑞|2𝑛𝑛)𝑥𝑥) = 0 
Решение этого уравнения не находится с помощью метода обратной задачи рассеяния, но оно имеет законы 

сохранения – важнейшие характеристики нелинейных эволюционных уравнений.  
Три закона сохранения выражаются функциями. 

1)  
𝜕𝜕𝑇𝑇1

𝜕𝜕𝜕𝜕
+  

𝜕𝜕𝑋𝑋1

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,   где 𝑇𝑇1 и 𝑋𝑋1 равны: 
𝑇𝑇1 = 𝑖𝑖|𝑞𝑞|2 

𝑋𝑋1 = 𝑎𝑎(𝑞𝑞∗𝑞𝑞𝑥𝑥 +  𝑞𝑞𝑥𝑥
∗𝑞𝑞) + 𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥𝑞𝑞∗  +  𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥

∗ 𝑞𝑞 − |𝑞𝑞𝑥𝑥|2) +  
𝑖𝑖

𝑛𝑛 + 1
(𝛽𝛽 + 2𝛿𝛿𝛿𝛿)|𝑞𝑞|2𝑛𝑛+2  (1) 

2)  
𝜕𝜕𝑇𝑇2

𝜕𝜕𝜕𝜕
+  

𝜕𝜕𝑋𝑋2

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,   где 𝛿𝛿 = 0, а 𝑇𝑇2 и 𝑋𝑋2 равны: 

𝑇𝑇2 =  
𝑖𝑖
2

(𝑞𝑞𝑥𝑥
∗𝑞𝑞 −  𝑞𝑞∗𝑞𝑞𝑥𝑥) 

 𝑋𝑋2 =  
𝑖𝑖
2

(𝑞𝑞∗𝑞𝑞𝑡𝑡 − 𝑞𝑞𝑡𝑡
∗𝑞𝑞) + 𝑎𝑎|𝑞𝑞𝑥𝑥|2 +  

𝑏𝑏
𝑛𝑛 + 1

|𝑞𝑞|2𝑛𝑛+2 + 𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥𝑞𝑞𝑥𝑥
∗ − 𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥

∗ 𝑞𝑞𝑥𝑥) (2) 

3)  
𝜕𝜕𝑇𝑇3

𝜕𝜕𝜕𝜕
+  

𝜕𝜕𝑋𝑋3

𝜕𝜕𝜕𝜕
= 0,   где 𝛿𝛿 = 0, а 𝑇𝑇3 и 𝑋𝑋3 равны: 

𝑇𝑇3 =  −𝑎𝑎|𝑞𝑞𝑥𝑥|2 +  
𝑏𝑏

𝑛𝑛 + 1
|𝑞𝑞|2𝑛𝑛+2  +  

𝑖𝑖𝑖𝑖
2

(𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥
∗ 𝑞𝑞𝑥𝑥 − 𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥𝑞𝑞𝑥𝑥

∗) +  
𝑖𝑖𝑖𝑖

2(𝑛𝑛 + 1)2 ((𝑞𝑞∗)𝑛𝑛+1(𝑞𝑞𝑛𝑛+1)𝑥𝑥 −  ((𝑞𝑞∗)𝑛𝑛+1)𝑥𝑥𝑞𝑞𝑛𝑛+1) 

𝑋𝑋3 = 𝑎𝑎(𝑞𝑞𝑥𝑥𝑞𝑞𝑡𝑡
∗ +  𝑞𝑞𝑥𝑥

∗𝑞𝑞𝑡𝑡) + 𝑖𝑖𝑖𝑖(𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥𝑞𝑞𝑡𝑡
∗ −  𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥

∗ 𝑞𝑞𝑡𝑡) +  
𝑖𝑖𝑖𝑖
2

(𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥𝑞𝑞𝑥𝑥
∗ − 𝑞𝑞𝑥𝑥𝑥𝑥

∗ 𝑞𝑞𝑥𝑥) +  
𝑖𝑖𝑖𝑖

2(𝑛𝑛 + 1)2 (((𝑞𝑞∗)𝑛𝑛+1)𝑡𝑡𝑞𝑞𝑛𝑛+1 −  (𝑞𝑞𝑛𝑛+1)𝑡𝑡(𝑞𝑞∗)𝑛𝑛+1) (3) 

Используя (1), (2), (3), вычисляются первые интегралы, которые могут быть использованы для дальнейшего анализа 
уравнения и поиска точных решений.  

Также было найдено точное решение при n = 0: 

𝑞𝑞 = �
𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

�− 𝑎𝑎 − 2𝛼𝛼 + 𝑏𝑏
𝛼𝛼 � 𝑞𝑞

𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖�
2

− 𝐼𝐼1
𝛼𝛼

𝑑𝑑𝑑𝑑 , где 𝑞𝑞 = 𝑞𝑞(𝑧𝑧), 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 −  𝐶𝐶0𝑡𝑡 (4) 
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